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このノートは松村可換環論 [1] の第 11章「完備局所環の応用」の内容をまとめたものである．
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§ 31 素イデアル鎖  ノート置き場

§ 31素イデアル鎖
この章の目標は，主に次のネーター局所環に関する性質のヒエラルキーを知り，理解すること

である．下に行くほど強い性質であり，unmixed以下はすでに 11章以前に書いてある．ちな

みにこの図で遊びたい場合はここにソースを置いたのでどうぞ．
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本セクションではこのヒエラルキーの，主に unmixedから上のわちゃわちゃした部分を扱う．

ただし，これらに触れることが目標であり，詳細な証明に立ち入ると内容が脱線するため，多

くの証明は省略することにする．面倒な部分は適切に飛ばそうということで，テキトーに進む

というわけではない．多分．

ちなみに，CMとGorの間に挟まる環を探す試みが最近は主流である．Gorに関しては quasi-

Gor, nearly-Gor, almost-Gor, weakly-Gor, approximately-Gorなどが知られていた．しかし，完

備化や多項式環との同値性が崩れたり，低次元ではほとんど意味のない概念だったりした．そ

こで最近 CTR環が宮崎先生により発見された．これは結構うまくいっていると思う．
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§ 31 素イデアル鎖  ノート置き場

Th 31.1

𝐴をネーター半局所環とする．(有限個の極大イデアルしか持たないものを半局所環と

いう．) 𝔭を素イデアルとする．このとき，次を満たすような素イデアル𝔭′は高々有限個で

ある．

𝔭 ⊂ 𝔭′, ht(𝔭′/𝔭) = 1, ht(𝔭′) ≠ ht(𝔭) + 1

□

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

catenaryの場合は，この有限個というのが 0個を意味することは自明である．catenaryでなく

てもこのような，いじわる素イデアルは高々有限個しか存在しないということである．

Th 31.2: Ratliffの弱存在定理

𝐴をネーター環とする．𝔭 ⊂ 𝑃を素イデアルとする．ht(𝑝) = ℎ, ht(𝑃/𝔭) = 𝑑 > 1とおく．
このとき，つぎのような素イデアル𝔭′が無限に存在する．

𝔭 ⊂ 𝔭′ ⊂ 𝑃, ht(𝔭′) = ℎ + 1, ht(𝑃/𝔭′) = 𝑑 − 1

□

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

まず，ht(𝑃/𝔭) = 𝑑なので，𝑃 = 𝔭0 ⊋ 𝔭1 ⊋ ⋯ ⊋ 𝔭𝑑 = 𝔭という列をとれる．ここで𝔭𝑑−2 ⊃ 𝔭′ ⊃
𝔭, ht(𝔭′) = ℎ + 1とすると，ht(𝔭𝑑−2) ≥ ℎ + 2だから𝔭𝑑−2 ⊋ 𝔭′が従い，ht(𝔭) = ℎなので

𝔭0 ⊋ 𝔭1 ⊋ ⋯ ⊋ 𝔭𝑑−2 ⊋ 𝔭′ ⊋ 𝔭

は，もはや間に素イデアルを挟めないから，ht(𝑃/𝔭′) = 𝑑 − 1が従う．ところで，𝔭𝑑−2と𝔭の真の
間にはht(𝔭′/𝔭) = 1なる素イデアルが無限に存在する．これを示すため，仮に有限個𝔭′

1, ⋯, 𝔭′
𝑚で

尽きるとする．𝔭𝑑−2 ⊃ ⋃𝑚
𝑖=1 𝔭′

𝑖であるが，もしイコールなら prime avoidanceによって𝔭𝑑−2 = 𝔭𝑖

となて矛盾する．よって𝑎 ∈ 𝔭𝑑−2 \ ⋃𝑚
𝑖=1 𝔭′

𝑖をとれる．𝔭 + (𝑎)の極小素イデアル𝔭′
𝑚+1をとると，

明らかにどの𝔭′
𝑖とも異なる．単項イデアル定理からht(𝔭′

𝑚+1/𝔭) = 1となり，矛盾である．この
ような𝔭′は，Th 31.1によって，有限個を除くほとんどがht(𝔭′) = ht(𝔭) + 1を満たす． ♠︎

ところで，この定理を使うと次がわかる．

Cor

𝐴を単位的可換環とする．Spec(𝐴)が有限集合でdim(𝐴) ≥ 2なら，𝐴はネーター環ではな
い． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

dim(𝐴) ≥ 2でSpec(𝐴)が有限集合だから，𝔭 ⊂ 𝑃という素イデアルでht(𝔭) = 0, , ht(𝑃/𝔭) = 2
なるものがある．そこで，Th 31.2を適用すると，無限に素イデアルが存在することになる．矛

盾． ♠︎
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§ 31 素イデアル鎖  ノート置き場

特に，2次元以上の付値環はネーター環ではないことがわかる．(無限次元の場合には，単に極

大イデアルの高さがもはや有限ではないのだから，標高定理からネーター環ではないことが

わかる．)

次の補題 1は（私の観測史上では）使っていないので省略する．

また，次の定理は松村では整域を課しているが，証明を見る限り整域である必要はなさそうで

ある．さらに，同じことを思ったのかこの PDFでも整域という条件はしれっと外している．

Th 31.3: Ratliffの強存在定理

𝐴をネーター環とする．𝔭 ⊂ 𝑃を素イデアルとして，ht(𝔭) = ℎ > 0, , ht(𝑃/𝔭) = 𝑑 > 0 と

する．このとき0 ≤ 𝑖 < 𝑑をみたす各𝑖に対し次の集合は無限集合である．

{𝔭′ ∈ Spec(𝔭′) | 𝔭′ ⊂ 𝑃, ht(𝑃/𝔭′) = 𝑑 − 𝑖, ht 𝔭′ = ℎ + 𝑖}

□

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

Th 31.4

(𝐴, 𝔪)をネーター局所整域とする．このとき𝐴が catenaryであることと，すべての素イデ

アル𝔭に対し，ht(𝔭) + coht(𝔭) = dim(𝐴)を満たすことは同値である． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

ちなみに上の定理で整域としているのは，(0)がただ一つの極小素イデアルであることを使い
たいからである．一般にネーター局所環では複数の極小素イデアルがあるが，どの極小素イデ

アルを選ぶかで cohtが変わってしまうかもしれない．それがすべて一致していたらうれしい

わけである．そこで次の定義が出てくる．

Def

dim(𝐴) < ∞なる環𝐴に対して，すべての極小素イデアル𝔭がdim(𝐴/𝔭) = dim(𝐴)をみたす
とき，𝐴は equidimensionalであるという． □

次の補題 2も使っていない気がするので省略する．

Th 31.5

𝐴, 𝐵をネーター局所環．𝐴 → 𝐵を局所環の射とする．𝐵が𝐴上 flatで equidimensionalで

catenaryであれば，𝐴もそうである．さらに∀𝔭 ∈ Spec(𝐴)に対して𝐵/𝔭𝐵も equidimensional

である． □
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(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

証明では同書籍の定理 15.1を使うのでそちらも参照されたい．

ところで，局所環の射が flatならば自動的に faithfully flatである．(定理 7.3)したがって上の

定理では faithfully flatを想定することになる．一般に faithfully flat 𝐴 → 𝐵において，𝐵が持
つ性質が𝐴にも伝播するとき，その性質は descentするという．例えばネーター性は忠実平坦

降下，faithfully flat descentする．上の定理は equidimensionalityと catenary性が faithfully flat 

descentすることを言っている．

Cor

𝐴は正則局所環𝑅の準同型像である局所環とする．このとき完備化𝐴∗がequidimensionalな

らば，𝐴も equidimensionalである． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

上の系でネーター性は勝手についてくるのでわざわざ述べていない．また，この系から次の定

義が出てくる．

Def

ネーター局所環𝐴において，完備化𝐴∗が equidimensionalならば，𝐴は quasi-unmixedで

あるという． □

ちなみに quasi-unmixedは別名 formally equidimensionalである．この名称からして unmixed

ならば quasi-unmixedであることが期待される．unmixedというのはCM環であることと同値

なので（定理 17.6）CM環は quasi-unmixedか？という話である．CM環は完備化しても CM

環なので，CM環が equidimensionalであることを示せれば，unmixedならば quasi-unmixedで

あることが従う．これは定理 17.3の(i)で述べられている．

冒頭のヒエラルキーの正当化に大きくかかわるのが次の定理である．

Th 31.6

(𝐴, 𝔪)を quasi-unmixedなネーター局所環とする．このとき次が成り立つ．

i) ∀𝔭 ∈ Spec(𝐴)に対して𝐴𝔭も quasi-unmixedである．

ii) 𝐴のイデアル𝐼に対して𝐴/𝐼が equidimensionalであることと quasi-unmixedであるこ

とは同値である．

iii) 𝐵が essentially of finite type over 𝐴である局所環で equidimensionalであれば，𝐵も
quasi-unmixedである．

iv) 𝐴は universally catenaryである．

□
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(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

essentially of finite type over 𝐴とは，𝐴上有限生成な可換環の局所化であることを言う．例えば
明らかなことだが，多項式環𝐴[𝑥1, …, 𝑥𝑛]の任意の極大イデアルで局所化したものはessentially 

of finite type over 𝐴である．

ところで，EGAには quasi-unmixedを用いて，次の formally catenaryの概念が導入された．

Def

ネーター局所環𝐴に対して，すべての素イデアル𝔭に対して𝐴/𝔭が quasi-unmixedならば，

𝐴は formally catenaryであるという． □

formally catenaryならば universally catenaryであることは，次のようにして示せる．

∵  次を示せばいい．

∀𝔭 ∈ min(𝐴), 𝐴/𝔭 : universally catenary ⟺ 𝐴 : universally catenary

⟸は自明．⟹について示す．𝑆を𝐴上有限生成な代数とする．任意の𝑆の極小素イデアル𝔮
に対して𝑆/𝔮が catenaryなこと示せばいい．𝔮 ∩ 𝐴 ⊃ 𝔭となる𝐴の極小素イデアル𝔭をとる．
すると，剰余環の普遍性により次の可換図式を得る．

𝐴[𝑋] 𝑆/𝔮

𝐴/𝔭[𝑋]

（図のソースはこちら） ゆえに𝑆は catenaryである．

しかし，EGAでこの概念を導入後，Ratliffがこの逆も成立することを示した．すなわち，次

が成り立つ．

Th 31.7

ネーター局所環𝐴が universally catenaryであることと formally catenaryであることは同

値である． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

ここでいまいちど冒頭のヒエラルキーに戻って鑑賞すると面白い．
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§ 32形式的ファイバー
本節では，geometrically regularやG-ring，Excellent ringの概念に触れる．これらは様々な可

換環論的な性質が，可換環論的な操作において，ほどよく遺伝することが明らかになる．

まず，一般に環準同型 𝜑 : 𝐴 → 𝐵 に対して， Spec(𝜑) : Spec(𝐵) → Spec(𝐴) が誘導される．この
とき，𝔭 ∈ Spec(𝐴)に対して，そのファイバーSpec(𝜑)−1(𝔭)を考える．Spec(𝜑)−1(𝔭) = Spec(𝐶)
となるような環を構成できるだろうか？答えはYesであり，それは𝐶 = 𝐵 ⊗𝐴 𝜅(𝔭)である．こ
こで𝜅(𝔭) = 𝐴𝔭/𝔭𝐴𝔭で剰余体である．この𝐶をファイバー環という．
なぜ𝐶をこのようにとるのか簡単に説明する．

∵  次の同型変形ができる．ただし𝑆 = 𝜑(𝐴 \ 𝔭)は𝐵の積閉集合である．

𝐶 = 𝐵 ⊗𝐴 𝜅(𝔭)

= 𝐵 ⊗𝐴 (𝐴𝔭/𝔭𝐴𝔭)

= 𝑆−1𝐵/𝔭𝑆−1𝐵

= 𝑆−1𝐵/𝔭𝑆−1𝐵

ゆえに𝑃 ∈ Spec(𝐶)は𝔭𝑆−1𝐵 ⊂ 𝑃なる𝑆−1𝐵の素イデアルに対応し，この𝑃は𝔭𝐵 ⊂ 𝑃かつ
𝑃 ∩ 𝑆 = ∅なる𝐵の素イデアルに対応する．このような𝐵の素イデアルは𝐴に引き戻すと
𝔭 ⊂ 𝜑(𝑃)かつ𝜑−1(𝑃 ) ∩ (𝐴 \ 𝔭) = ∅となる．これを整理すると，𝜑−1(𝑃 ) = 𝔭となる．逆にこ
のような𝐵の素イデアルは，逆をたどれば𝐶の素イデアルに対応すると分かる．したがっ
て，Spec(𝐶)の素イデアルはちょうどSpec(𝜑)−1(𝔭)なる素イデアルに対応する．上の同型は
すべて対応するアフィンスキームの位相同型をも与えるので，Spec(𝐶) = Spec(𝜑)−1(𝔭)は
位相同型でもある．

特に，ネーター局所環(𝐴, 𝔪)に対して完備化に関する自然な射𝐴 → 𝐴∗のファイバー環のこと

を形式的ファイバーという．各素イデアルにおけるファイバー環がどうなっているかを調べ

ることで，問題を分割することができるというイメージだろうか．

Def

可換環に対する条件をℙと書くことにする．例えばℙ:regular，CM, Gorenstein, reducedな

ど．

ネーター環𝐴と𝑘 ⊂ 𝐴: 部分体に対して，任意の有限次拡大𝑘′/𝑘に対しても𝐴 ⊗𝑘 𝑘′が，ℙを
持つとき，𝐴は𝑘上に geometrically ℙであるという． 例えばℙ =regularのとき，𝐴は𝑘上
に geometrically regularであるという． □

ちなみに，このとき𝐴 ⊗𝑘 𝑘′ = 𝐴 ⊗𝑘 𝑘[𝛼1, …, 𝛼𝑛] = 𝐴[𝛼1, …, 𝛼𝑛]なので，𝐴 ⊗𝑘 𝑘′はネーター環で

ある．また，𝑘′ = 𝑘としてもいいのだから，𝐴において geometrically ℙならばℙである．

このノートでは，geometrically regularに注目する．geometrically reducedものちに紹介する

西村純一の結果[3] の中に出てくる．西村純一は松村可換環論の Krull環の節の最後にも結果

が残されている．
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Prop

𝑘 ⊂ 𝐴をネーター環とその部分体とする．次は同値である．
i) 𝐴は𝑘上に geometrically regularである．

ii) ∀𝔭 ∈ Spec(𝐴)に対して，𝐴𝔭は𝑘上に geometrically regularである．

iii) ∀𝔪 ∈ Max(𝐴)に対して，𝐴𝔪は𝑘上に geometrically regularである．

ただし，𝑘 → 𝐴 → 𝐴𝔭という標準的な射によって𝑘を𝐴𝔭の部分体とみなす． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

(i) ⟹ (ii): 𝑘′/𝑘を任意の有限次拡大とする．

𝐴𝔭 ⊗ 𝑘′ = 𝐴𝔭 ⊗𝐴 𝐴 ⊗𝑘 𝑘′ = 𝐴𝔭 ⊗𝐴 (𝐴 ⊗𝑘 𝑘′)

であり，正則環の局所化で表せるので𝐴𝔭 ⊗ 𝑘′も正則．

(ii) ⟹ (iii): 自明．

(iii) ⟹ (i): 𝐴 → 𝐴 ⊗𝑘 𝑘′ = 𝐴[𝛼1, …, 𝛼𝑛]は整拡大である．よって任意の𝔫 ∈ Max(𝐴 ⊗𝑘 𝑘′)に対
して𝔪 = 𝔫 ∩ 𝐴 ∈ Max(𝐴)である．ここで∃𝑡 ∈ (𝐴 \ 𝔪) ∩ 𝔫とすると，𝔪(𝐴 ⊗𝑘 𝑘′) ⊂ 𝔫なので矛盾
する．ゆえに𝔫は𝐴𝔪 ⊗𝐴 𝐴 ⊗𝑘 𝑘′の素イデアルと対応する．𝐴𝔪 ⊗𝐴 𝐴 ⊗𝑘 𝑘′ = 𝐴𝔪 ⊗𝑘 𝑘′は正則環

なので，その局所化である(𝐴 ⊗𝑘 𝑘′)𝔫も正則である．𝔫は任意だったから，𝐴 ⊗𝑘 𝑘′は正則であ

る． ♠︎

次に射に対する regularityの概念などを導入し，G-ringの定義を行う．

Def

𝜑 : 𝐴 → 𝐵をネーター環の射とする．また，環に対する条件ℙを考える．

𝜑がℙであるとは，任意の𝔭 ∈ Spec(𝐴)に対して，𝐵 ⊗𝐴 𝜅(𝔭)が体𝜅(𝔭)上に geometrically ℙで
あるときを言う．特に，ℙ =regularのとき，𝜑は regularであるという．

𝐴がG-ringであるとは，任意の𝔭 ∈ Spec(𝐴)に対して，完備化の射𝐴𝔭 → 𝐴∗
𝔭が regularであ

るときを言う． □

複雑でわかりにくいので，射が regularであることの定義をまとめてみると次のようになる．

ネーター環の射𝐴 → 𝐵が regularであるとは，任意の素イデアル𝔭 ∈ Spec(𝐴)と，任意の有限次
拡大𝑘′/𝜅(𝔭)に対して，𝐵 ⊗𝐴 𝑘′が regularであることを言う．

今述べた形で理解する．

ところで，geometrically regularや射の regularityは，schemeのレベルで定義される．これに

よればスキームの射が smoothならば regularである．[4, 07R9]

さて，Th 32.1を示すときに[1] では定理 23.7を用いるとある．しかしこれはネーター局所環

に対する定理であり，局所環を外した場合に成立するかはわからない．そこで次の補題を用意

し，，これを使って Th 32.1を示す．

ちなみに次の補題は Th 32.2における正則環に関する主張の一般化でもある．
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Lem

𝜑 : 𝐴 → 𝐵が regularとする．このとき，𝐴が regularならば𝐵も regularである． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

∀𝑃 ∈ Spec(𝐵)をとり，𝐵𝑃が正則なことを示せばいい．𝔭 = 𝑃 ∩ 𝐴として，𝜑̃ : 𝐴𝔭 → 𝐵𝑃という

flatな局所環の射が誘導されることが簡単な普遍性の議論などによってわかる．この𝜑̃も
regularであることを示す．𝔮 ∈ Spec(𝐴𝔭)を任意にとって𝐾/𝜅(𝔮)を任意の有限次拡大とする．
𝑆 = 𝐵 \ 𝑃とすれば

𝐵𝑃 ⊗𝐴𝔭
𝐾 = 𝑆−1(𝐵𝔭) ⊗𝐴𝔭

𝐾

= (𝑆−1𝐵)
𝔭

⊗𝐴𝔭
𝐾

= 𝑆−1(𝐵 ⊗𝐴 𝐾)

= 𝑆−1𝐵 ⊗𝐴 𝐴𝔭 ⊗𝐴𝔭
𝐾

= 𝑆−1𝐵 ⊗𝐴 𝐾

= 𝑆−1𝐵 ⊗𝐵 (𝐵 ⊗𝐴 𝐾)

となるが，𝜑は regularなので𝐵 ⊗𝐴 𝐾は正則であり，正則間の局所化だから𝐵𝑃 ⊗𝐴𝔭
𝐾も正則

である．ゆえに𝜑̃は regularである．したがって，主張はネーター局所環の射である場合に示せ

ばいい．すると，いま，𝜑 : 𝐴 → 𝐵は flatでAが正則，さらに（𝔪を𝐴の極大イデアルとして）
𝐵/𝔪𝐵 = 𝐵 ⊗𝐴 𝐴/𝔪 = 𝐵 ⊗𝐴 𝜅(𝔪)より，これは𝜑の正則性によって正則環．ゆえに定理 23.7か

ら𝐵も正則である． ♠︎

Th 32.1

𝐴 ⟶
𝜑

𝐵 ⟶
𝜓

𝐶をネーター環の射とする．

i) もし𝜑と𝜓が regularならば，𝜓 ∘ 𝜑も regularである．

ii) もし𝜓 ∘ 𝜑が regularで，かつ𝜓が faithfully flatならば，𝜑も regularである．

□

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

(i) めんどくさいので補足にとどめる．最後に𝜑𝐿 : 𝐵𝐿 → 𝐶𝐿という正則な射で𝐵𝐿が正則環で

あることがわかる．ここで前の補題を用いて𝐶𝐿が正則なことを示すことで証明が終了する．

(ii) 𝜑が flatなのは[1] の 3章の初めの方に書いてあることを用いればよい．∀𝔭 ∈ Spec(𝐴)をと
り，𝐿/𝜅(𝔭)を有限次拡大とする．𝐵𝐿 = 𝐵 ⊗𝐴 𝐿が正則なことを示す．𝐶𝐿 = 𝐶 ⊗𝐴 𝐿は仮定から
正則となり，𝐵𝐿 → 𝐶𝐿は faithfully flatなので，𝐵𝐿も正則である． ♠︎

最後に用いた，𝐴 → 𝐵が faithfully flatで𝐵が正則ならば𝐴も正則であるという事実を一応示し
ておく．
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∵  ∀𝔭 ∈ Spec(𝐴)をとり，𝐴𝔭が正則であることを示せばいい．忠実平坦性から，とある

𝑃 ∈ Spec(𝐵)をとって𝑃 ∩ 𝐴 = 𝔭となる．ゆえに𝐴𝔭 → 𝐵𝑃という平坦な局所環の射が誘導

される．これは局所環の射なので忠実平坦でもある．ゆえに，もとから局所環の射だった

としてよい．gl.dim(𝐴) < ∞を示せばいい．任意の𝐴加群𝑀をとる．

⋯ ⟶ 𝑃1 ⟶ 𝑃0 ⟶ 𝑀 ⟶ 0

を，𝑀の射影分解とする．𝑃たちは局所環𝐴上の射影加群だから自由加群である．これに
⊗𝐴 𝐵をすると，忠実平坦性と𝑃が自由加群であることから

⋯ ⟶ 𝑃1 ⊗𝐴 𝐵 ⟶ 𝑃0 ⊗𝐴 𝐵 ⟶ 𝑀 ⊗𝐴 𝐵 ⟶ 0

は𝑀 ⊗𝐴 𝐵の射影分解になる．𝐵は正則局所環なのでgl.dim(𝐵) < ∞である．したがって，
十分大きい任意の𝑖に対して𝑃𝑖 ⊗𝐴 𝐵 = 0である．忠実平坦性から𝑃𝑖 = 0である．ゆえに射
影分解は有限であったからproj.dim(𝑀) < ∞であり，ゆえにgl.dim(𝐴) < ∞である．

Serreの定理はすごい．

忠実平坦や regularな射を仮定すると，正則関係の環（正則環，CM環など）に対して良い性

質が伝播することがわかる．

Th 32.2

𝜑 : 𝐴 → 𝐵をネーター環の射で，忠実平坦かつ regularであるとする．

i) 𝐴が正則環（または reduced, Gorenstein, CTR, CM環）であることと，𝐵が同じ性質
を持つことは同値である．

ii) 𝐵が G-ringならば，𝐴も G-ringである．(逆は成立しない．)

□

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

(i) CTR環以外については，[1] の§23の定理などからわかる．CTR環について示す．局所環の

射に帰着できる．[2, Proposition 3.5]によって𝐵がCTRならば𝐴もCTRである．逆に𝐴がCTR

ならば，同じく[2, Proposition 3.5]によって，∀𝔭 ∈ min{tr𝑅(𝜔𝑅)}に対して𝜅(𝔭) ⊗𝐴 𝐵が reduced

なことを示せばいい．しかし，𝜑は regularなので，𝜅(𝔭) ⊗𝐴 𝐵は regularであり，特に reduced

である．

(ii) ∀𝔭 ∈ Spec(𝐴)に対して𝐴𝔭 → (𝐴𝔭)∗
が regularなことを示す．𝔭の上にある𝐵の素イデアルを

𝑃とする．すると，次の可換図式が得られる．

𝛼
𝑓

𝛽

𝑓∗

(𝐴𝔭)∗

𝐴𝔭 𝐵𝑃

(𝐵𝑃 )∗

図式のソースはこちら．あとは Th 32.1によって𝛼が regularなことがわかる． ♠︎
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Th 32.3

完備ネーター局所環は G-ringである． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

Th 32.4

𝐴をネーター環とする．𝐴のすべての極大イデアル𝔪に対して𝐴𝔪 → (𝐴𝔪)∗が regularなら

ば，𝐴は G-ringである． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

Th 32.3により，(𝐴𝔪)∗は G-ringである．Th 32.2 (ii)より，𝐴𝔪も G-ringである．任意の素イ

デアル𝔭に対して，とある極大イデアル𝔪 ⊃ 𝔭が存在するから，𝐴はG-ringであることの定義を

満たす． ♠︎

次の二つは，環が G-ringであることの判定に使える．

Th 32.5

𝐴をネーター環とする．次は同値である．

i) 𝐴は G-ringである．

ii) 𝐶を有限𝐴-代数で整域であるとし，𝔪を𝐶の極大イデアルとする．𝐵 = 𝐶𝔪, 𝑄 ∈
Spec(𝐵∗), 𝑄 ∩ 𝐵 = 0ならば(𝐵∗)𝑄は正則局所環である．

□

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

Th 32.6: 水谷 博之

𝑅を正則とする．∀𝑛 ≥ 0に対して，𝑅[𝑥1, …, 𝑥𝑛]で(WJ)が成立すれば，𝑅はG-ringである．□

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

最後の(WJ)について説明しよう．これはWeak Jacobian condition の略であり，正則環𝑅に関
する次の条件を言う．

(WJ): 任意の素イデアル 𝑃 ∈ Spec(𝑅)で ht(𝑃 ) = 𝑟なるものに対して， 𝐷1, …, 𝐷𝑟 ∈
Der(𝑅), 𝑓1, …, 𝑓𝑟 ∈ 𝑃が存在して，det(𝐷𝑖(𝑓𝑗)) ∉ 𝑃となる．

Der(𝑅)は𝑅からそれ自身への derivation全体である．微分作用素みたいなもの．ちなみにこの

とき，𝑅𝑝はdim(𝑅𝑃 ) = 𝑟なる正則局所環だが，𝑓1, …, 𝑓𝑟は，その正則巴系である．(定理 30.4)

これらと§30の話をまとめることで，次の系を得る．
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Cor

体上有限生成代数，本質的に有限生成代数な環は G-ringである． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

𝑘[𝑥1, …, 𝑥𝑛]に対して(WJ)が成立することについて触れてみよう．例えば極大イデアル𝔪 =
(𝑥1, …, 𝑥𝑛)と， 𝜕

𝜕𝑥1
, …, 𝜕

𝜕𝑥𝑛
∈ Der(𝑘[𝑥1, …, 𝑥𝑛])と，𝑥1, …, 𝑥𝑛 ∈ 𝔪に対して

det( 𝜕
𝜕𝑥𝑖

(𝑥𝑗)) = 1 ∉ 𝔪

となり，たしかに𝔪においては(WJ)が成立する．𝑘[𝑥1, …, 𝑥𝑛]に対して(WJ)が成立しているこ

とをいうためには，初めの素イデアル𝔪を様々取り換えていかなければならない．これをやっ
ているのが§30なのである．

ところで，Th 32.6にはタイトルとして水谷 博之をあげている．彼について調べてみたが，論

文が一本あるのみ[5] で，他の情報がほぼない．これほど立派な戦績を挙げていて消息不明な

のは不思議である．

上の系は，実はそれより強いことが成り立つ．

Th 32.7: Grothendieck

𝐴が G-ringならば，その上の一変数多項式環𝐴[𝑥]も G-ringである． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

証明は[6, Theorem 77]にあるが，かなり難しい．(到達するまでの準備が長そう．)

G-ringの準同型像や局所化はG-ringであるので，これによってG-ring 𝐴上の有限生成代数，本
質的に有限生成代数も G-ringであることが従う．

さて，Th 32.7と類似の定理がべき級数でも成り立つかが気になる．すなわち，𝐴がG-ringな

らば，𝐴[[𝑥]]も G-ringであるか？である．なんとこれは一般には成立しない．

1979年，Rotthausによって𝐴が半局所環であるようなG-ringならば𝐴[[𝑥]]もG-ringであるこ

とを示した．[7]

1980年，松村可換環論初版出版．松村英之は著書の中で上述の Rotthausの結果を紹介し，𝐴
が一般の場合も正しいのではないかと綴った．

1981年，西村純一が𝐴が一般の場合には反例があることを報告．[3, 5. Example]

という流れのようである．西村が論文を提出したのはもう少し前なので，松村が初版を書いて

いるときに，西村が反例を絶賛構成中であった可能性もある．ずいぶんタイムリーな話題だっ

たのだろう．

西村の反例について，詳しくは元論文を見ていただきたいが，大雑把に説明する．まず西

村はとある 1次元ネーター整域𝑅であってG-ringであるものを構成する．Th 32.7によって一
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変数多項式環𝑅[𝑡]も G-ringである．しかし，これをイデアル𝐼 = 𝑡𝑅で完備化して𝑅[[𝑡]]をとる
と，それまでに述べた定理から𝑅[[𝑡]]がN-ringではありえないことを述べる．ここに，N-ringと

は，任意の素イデアル𝔭に対して，完備化の射𝐴𝔭 → 𝐴∗
𝔭が reducedであることをいう．（G-ring

の reduced バージョン．）regular ならば reduced なので，G-ringならば N-ringである．ゆえ

に，𝑅[[𝑡]]は G-ringではないことがわかる．

これより，西村の反例は G-ringの完備化が G-ringであるとは限らないことも与えている．

さて，§24に書いてあるが，以下について考える．

ℙを局所環に対する条件とする．例えば，ℙ = regular, CM, Gorenstein, reduced など．環𝐴に
対してℙ(𝐴) = {𝔭 ∈ Spec(𝐴) | 𝐴𝔭 は ℙ を満たす}とおく．ℙが正則局所環を表すときは特に，こ
れをReg(𝐴)とかく．

Def

ネーター環𝐴が次の三つを満たすとき，𝐴は Excellent ringであるという．

i) 𝐴は universally catenaryである．

ii) 𝐴は G-ringである．

iii) すべての有限𝐴-代数𝐵に対して，Reg(𝐵)はSpec(𝐵)の開集合である．

□

後ろの二つだけを満たすならば，𝐴は quasi-excellent ringであるという．これらの条件はど

れも局所化，有限生成代数をとる操作で閉じている．多分局所環ならばべき級数や完備化を

とっても許されると思う．

応用上，考えつくような環は上の三つをたいてい満たしているので，冒頭に述べた「様々な可

換環論的な性質が，可換環論的な操作において，ほどよく遺伝する」というのはそういうこと

だ．

そもそも Excellent ringの定義は Grothendieckが導入したものと思われる．[8, 7.8.2] 導入の

動機は，広中による特異点解消の証明が発端だろう．広中は標数 0の体 k上の代数的 scheme 

Xに対して，その特異点解消𝑋̃が存在することを示した．[9, MAIN THEOREM I] 続く[10] で

も証明が述べられるが，特異点解消の舞台となる schemeは，標数 0の体 k上の代数的 scheme

である．Grothendieckは，この手法がまわるには標数 0の体上の Excellent scheme にまで拡

張できることを述べた．そして当然，Excellent schemeはExcellent ring の張り合わせである．

これが Excellent ring の初出だろう．

ちなみに，正標数，混標数の場合の特異点解消は 2026年 1月現在，一般の場合は未解決問題で

ある．(部分的な解決はある．) 一般の場合で解決できたらすごい．フィールズ賞ものと思う．
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§ 33 Kunz の定理
最後に，Kunzの定理を示す．

Def

𝐴を環，𝑥1, …, 𝑥𝑛 ∈ 𝐴とする．𝑥1, …, 𝑥𝑛が Lech 独立であるとは

∑
∞

𝑖=1
𝑎𝑖𝑥𝑖 = 0 ⟹ ∀𝑎𝑖 ∈ (𝑥1, …, 𝑥𝑛)

が成立することをいう． □

これは定理 19.9の後にすでに出てきた概念である．

Lem: 補題 1

𝑥𝜈1
1 , …, 𝑥𝜈𝑛𝑛 がLech 独立ならば，1 ≤ ∀𝛼𝑖 ≤ 𝜈𝑖について𝑥{𝛼1}

1 , …, 𝑥{𝛼𝑛}
𝑛 もLech 独立である．□

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

1 < 𝜈1のときに𝑥𝜈1−1
1 , …, 𝑥𝜈2

2 , …, 𝑥𝜈𝑛𝑛 も Lech 独立であることを示せば十分である．

𝑎1𝑥
𝜈1−1
1 + 𝑎2𝑥

𝜈2
2 + … + 𝑎𝑛𝑥𝜈𝑛𝑛 = 0

として，両辺に𝑥1をかけると

𝑎1𝑥
𝜈1
1 + 𝑎2𝑥1𝑥

𝜈2
2 + … + 𝑎𝑛𝑥1𝑥𝜈𝑛𝑛 = 0

ゆえに𝑎1, 𝑎2𝑥1, …, 𝑎𝑛𝑥1 ∈ (𝑥𝜈1
1 , …, 𝑥𝜈𝑛𝑛 )である．

𝑎2𝑥1 = 𝑏1𝑥
𝜈1
1 + 𝑏2𝑥

𝜈2
2 + … + 𝑏𝑛𝑥𝜈𝑛𝑛

として𝑥𝜈1−1をかけて整理すると

(𝑏1𝑥
𝜈1−1
1 − 𝑎2)𝑥𝜈1

1 + 𝑏2𝑥
𝜈1−1
1 𝑥𝜈2

2 + … + 𝑏𝑛𝑥𝜈1−1
1 𝑥𝜈𝑛𝑛 = 0

ゆえに𝑏1𝑥
𝜈1−1
1 − 𝑎2 ∈ (𝑥𝜈1

1 , …, 𝑥𝜈𝑛𝑛 )である．したがって𝑎2 ∈ (𝑥𝜈1−1
1 , …, 𝑥𝜈𝑛𝑛 )である．𝑎3, …, 𝑎𝑛に

ついても同様． ♠︎

Lem: 補題 2

(𝐴, 𝔪, 𝑘)を局所環とする．𝔪 = (𝑥1, …, 𝑥𝑛)として𝜈𝑖 > 0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)について𝑥𝜈1
1 , …, 𝑥𝜈𝑛𝑛 が

独立ならば

𝑙𝐴(𝐴/(𝑥𝜈1
1 , …, 𝑥𝜈𝑛𝑛 )) = 𝜈1 ⋅ 𝜈2⋯𝜈𝑛

である．ただし，𝑙𝐴は𝐴加群としての長さを表す． □

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

[1] の証明だとなんかよくわからないが，𝑛に関する帰納法と，一般にイデアルの列𝐼𝑛 ⊂ ⋯ ⊂
𝐼1 ⊂ 𝐼0 = 𝐴 (𝑛 ≥ 1)について，次の完全列を帰納的に使って
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0 ⟶ 𝐼𝑘−1/𝐼𝑘 ⟶ 𝐴/𝐼𝑘 ⟶ 𝐴/𝐼𝑘−1 ⟶ 0 (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)

𝑙𝐴(𝐴/𝐼𝑛) = 𝑙𝐴(𝐴/𝐼𝑛−1) + 𝑙𝐴(𝐼𝑛−1/𝐼𝑛)
= ⋯

= ∑
𝑛−1

𝑘=0
𝑙𝐴(𝐼𝑘/𝐼𝑘+1)

となることを用いるなどすればいい．この際，𝐴/𝔪:体は𝐴加群として0でない単純加群であり，
したがって𝑙𝐴(𝐴/𝔪) = 1であることを用いるかもしれない． ♠︎

𝑝を素数として𝐴を標数𝑝である局所環とする．このとき次の Frobenius 環準同型が定まる．

𝐹 : 𝐴 → 𝐴, 𝑎 ↦ 𝑎𝑝

これの𝑒回合成を単に𝐹 𝑒と書く．𝐹 𝑒(𝐴)はこの写像による𝐴の像であるような環で，𝐴の部分環
である．もし𝐴が reducedなら，この写像によって𝐴 ≅ 𝐹 𝑒(𝐴)である．

さて，Frobenius 環準同型のふるまいによって正標数の局所環の正則性を特徴づけることがで

きる．これが Kunzの定理である．

Th 33.1: Kunz

𝐴を標数𝑝 > 0であるネーター局所環とする．次は同値である．

i) 𝐴は正則である．
ii) 𝐴は reducedで，∀𝑒 ≥ 1に対して，𝐴は𝐹 𝑒(𝐴)上平坦である．
iii) 𝐴は reducedで，∃𝑒 ≥ 1に対して，𝐴は𝐹 𝑒(𝐴)上平坦である．

□

[1] とは少し違う証明をする．[4, 0EC0] にも同様の証明がある．

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

𝔪を𝐴の極大イデアルとする．
(i) ⟹ (ii): 𝐴が reducedなのはよい．定理 23.1を用いる．𝐹 𝑒 : 𝐴 ⟶ 𝐹 𝑒(𝐴)において，𝐴
は regularで𝐹 𝑒(𝐴)も regukarで特に CMである．さらに𝐹 𝑒(𝐴)/𝐹 𝑒(𝔪)は体なのでdim(𝐴) =
dim(𝐹 𝑒(𝐴)) + dim(𝐹 𝑒(𝐴)/𝐹 𝑒(𝔪))が成立する．ゆえに定理 23.1から𝐴は𝐹 𝑒(𝐴)上平坦である．
(ii) ⟹ (iii): 自明．

(iii) ⟹ (i): 𝑙𝐴(𝐴/(𝑥𝑞
1, …, 𝑥𝑞

𝑟)) = 𝑞𝑟を示すまでは[1] と同じ．(Notationも[1] と同じ．)

まず，𝑛を十分に大きい任意の自然数とする．𝜒(𝑛) = 𝑙𝐴(𝐴/𝔪𝔫)とおく．Krull の次元定理から

これは多項式であり，次数はdim(𝐴)である．𝑟 = dim(𝐴)が示せれば，𝐴が正則局所環であると
わかる．𝑛は十分大きいので

𝔪𝑞𝑛+𝑞𝑟 ⊂ 𝐹 𝑒(𝔪𝑛)𝐴 ⊂ 𝔪𝑞𝑛

が成立し，

𝐴/𝔪𝑞𝑛+𝑞𝑟 ↠ 𝐴/𝐹 𝑒(𝔪𝑛)𝐴 ↠ 𝐴/𝔪𝑞𝑛

である．一方で
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𝐴/𝐹 𝑒(𝔪𝑛)𝐴 ≅ (𝐹 𝑒(𝐴)/𝐹 𝑒(𝔪𝑛)) ⊗𝐹𝑒(𝐴) 𝐴

であり，𝐴は𝐹 𝑒(𝐴)上平坦なので

𝑙𝐴(𝐴/𝐹 𝑒(𝔪𝑛)𝐴) = 𝑙𝐹𝑒(𝐴)(𝐹 𝑒(𝐴)/𝐹 𝑒(𝔪𝑛)) ⋅ 𝑙𝐴(𝐴/𝐹 𝑒(𝔪)𝐴)

= 𝑙𝐴(𝐴/𝔪𝑛) ⋅ 𝑙𝐴(𝐴/𝐹 𝑒(𝔪)𝐴)

= 𝜒(𝑛) ⋅ 𝑞𝑟

と計算できる．ただし計算に[4, 02M1] を用いた．これらより次を得る．

𝜒(𝑞𝑛 + 𝑞𝑟) ≥ 𝜒(𝑛) ⋅ 𝑞𝑟 ≥ 𝜒(𝑞𝑛)

ここで𝜒(𝑛)の最高次係数を𝐶とおくと

𝐶(𝑞𝑛)dim(𝐴) + ⋯ ≥ 𝐶𝑛dim(𝐴) ⋅ 𝑞𝑟 ≥ 𝐶(𝑞𝑛 + 𝑞𝑟)dim(𝐴) + ⋯

すべてを(𝑞𝑛)dim(𝐴)で割って𝑛 → ∞とすると

𝑞𝑟

𝑞dim(𝐴) = 1

を得る．ゆえに𝑟 = dim(𝐴)であり，𝐴は正則局所環である． ♠︎

Th 33.2

𝐴を標数𝑝 > 0であるネーター局所環とする．𝐴が𝐹(𝐴)上に有限なら，𝐴はG-ringである．□

(𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓)

omit ♠︎

Frobenius準同型によって𝐴が𝐹(𝐴)上に有限であることをF-finiteという．どうやらTh 33.2を

満たすような𝐴は，より強く Excellent ringであるらしい．[1]
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§ 34その他の備忘録
数学的なところやそうでない部分も含め，いくつか備忘録としてお役立ち情報を記す．

34.1松村可換環論について
[1] はとてもいい本だが，ところどころ議論に誤りがあったり，中には主張が間違っているも

のもあるらしい．[11] は松村の英語版であるが，こちらの方が誤りが直っている印象がある．

また，Matlisの双対定理が載っているのだが局所コホモロジーについては定義すらない．Local 

Dualityなども載っていないので，こちらは Hunekeの Lecture Note [12] がおすすめ．

34.2松村先生の時代
1960年代周辺のこの分野，可換代数や代数幾何学の発展は目覚ましい．このあたりの歴史や

流れを把握することは，元来のこの分野の目標や，数学に対する過去の学者の意志を継ぐため

にも重要であると思われる．読み物にはなるが，広中先生によるこの本はおすすめ．[13] Serre, 

Mumford, Zariski, Grothendieck, 永田，松村，広中，岡などなど，この分野の大御所がたくさ

ん出てきて面白い．

34.3この PDFについて
このPDFはTypstで記述されている．GitHubにソースコードを置いてあるので，技術を盗ん

でたくさん創作してほしい．可換図式は quiverで作成し，Typst側の fletcherパッケージで読

み込んでいる．

Typstはまだまだ未熟だが，LaTeXよりも開始難易度が低く，コンパイル速度は 1秒もかから

ない．Typstで論文を書く人が増えるといいなと思う．

図 2: GitHubのソースコードへの QRコード．
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